502 DODATEK

Pojeciem pierwotnym teorii mnogosci jest zbiér, a relacja pierwotng relacja
nalezenia! oznaczana symbolem €. Zbiory sa zmiennymi w formulach teorii
mnogosci. Oznaczamy je literami alfabetu laciniskiego lub greckiego (matymi
i duzymi). Wystepuja tez litera alfabetu hebrajskiego: X (czytamy alef) oraz
3 (czytamy beth) i J (czytamy gimel). Napis x € y oznacza wiec, ze zbiér x
nalezy do zbioru y lub Ze z jest elementem zbioru y. Zaprzeczenie —(z € y)
oznaczamy jako x ¢ y. Warto podkredli¢, ze elementami zbior6w sa zbiory,
choé niekiedy nazywamy je punktami. Zamiast zbidr zbioréw uzywamy tez
okreélenia rodzina zbioréw, by podkresli¢, ze elementami sa zbiory. Aksjo-
maty teorii mnogosci Zermelo—Fraenkla, czyli teorii ZF nazwanej tak na
czesé tworcow, Zermelo [525] i Fraenkla [164], sa nastepujace.

(A1) Aksjomat ekstensjonalnosci. Zbiory sa rowne wtedy i tylko wte-
dy, gdy maja te same elementy, tzn.

VaVy(z =y <= Vz(z € v <= 2z € ¥)).

(A2) Aksjomat zbioru pustego. Istnieje zbiér, do ktérego nie nalezy
zaden element, tzn.

Juvy(y ¢ u).

7 aksjomatu ekstensjonalnosci wynika, ze zbior u spelniajacy ten warunek
jest jedyny, a wiec mozemy go oznaczy¢ symbolem () powszechnie uzywanym
w matematyce na okreslenie zbioru pustego. Kazdy zbiér rézny od zbioru
pustego nazywamy niepustym.

(A3) Aksjomat nieskoniczonosci. Istnieje taki zbior s, ze () € s i dla
kazdego x € s istnieje taki zbidr y € s, ktérego elementami sa wszystkie
elementy zbioru x oraz sam zbiér x, tzn.

ds@esn(Vees)(Fyes)Vz(z €y < (€ Vz=nu1)).

7 aksjomatu nieskonczonosci wynika, ze moga istnie¢ nieskoniczone ciagi na-
lezen postaci x Ey € z € ...

(A4) Aksjomat regularnoéci’. W kazdym zbiorze niepustym istnieje
element minimalny w sensie relacji nalezenia, tzn.

Ve(x #0 = 3y € 2)(Vz € 2)(z ¢ v)).

Z aksjomatu regularnosci wynika, ze nie istnieja nieskonczone ,wsteczne"
ciagi nalezen postaci ... € x € y € 2.

(A5) Aksjomat sumy. Dla kazdego zbioru z istnieje zbiér y, ktérego
elementami sg te i tylko te zbiory, ktére nalezg do elementow zbioru z, tzn.

VrdyVz(z € y <= J(u € z)(z € u)).
Podobnie jak powyzej, na mocy aksjomatu ekstensjonalnosci mozemy napisac,

ze y = Jx. Zbiér | x nazywamy sumag zbioru z.

Ljak podaja Kuratowski i Mostowski w monografii [301], symbol € wprowadzil Peano
jako skrét greckiego stowa eort oznaczajacego byc.
2Nazywany jest tez aksjomatem ufundowania od angielskiego foundation azxiom.
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(A6) Aksjomat zbioru potegowego. Dla kazdego zbioru x istnieje taki
zbior y, ktérego elementami sa te i tylko te zbiory, ktérych wszystkie elementy
naleza do x, tzn.

VedyVz(z € y <= (Vu € 2)u € x).

Aksjomat ten latwiej wystowié, postugujac sie pojeciem inkluzji, czyli zawie-
rania. Dla dowolnych z oraz x symbol z C z oznacza, ze Yu(u € z = u € z).
Moéwimy wéowcezas, ze z jest podzbiorem zbioru x lub ze z jest nadzbiorem
zbioru z, co oznaczamy tez jako z O x. Jedli z C z oraz z # x, to piszemy
z € x i méwimy, ze z jest istotnie zawarty w x lub zZe z jest podzbiorem
wlasciwym zbioru x. Korzystajac z aksjomatu ekstensjonalnosci, piszemy, ze
y = P(x). Zbiér P(x) nazywamy zbiorem potegowym zbioru z.

Sformutowane dotad aksjomaty sa bardzo naturalne, a takze intuicyjnie
jasne. Mozna zauwazy¢, ze zbiory przez nie postulowane opisane sa za pomoca
pewnych formul, jak na przyktad zbiér potegowy P(x), ktéry jest opisany za
pomoca formuty

z € P(z) <= (Yu € 2)u € .

Nie kazda formuta okresla zbior, na przyktad nie istnieje taki zbior y, ze
Ve(x € y <= x ¢ x).

Faktycznie, podstawiajac x = y, otrzymalibysmy formule, ktora jest logicznie
sprzeczna: y € y <= y ¢ y. Jest to tzw. antynomia Russella®. Aby jej
uniknaé, wprowadzamy pewne ograniczenia na formuty, za pomoca ktérych
definiujemy nowe zbiory. Jesli w formule ® zmienne py, ..., p, nie wystepuja
w zasiggu kwantyfikatoréw Vp; lub dp;, przy czym ¢ < n, to piszemy, ze
® = D(py,...,pp) i mOwimy, ze sa to zmienne wolne w formule ®. Jesli formuta
& = &(x,y,p1,...,pn) spelnia nastepujacy warunek

Vo1 .. V. VaVyVz(P(z, y, p1, - pn) A P(x, 2,01, .. .,0n) =y =2), (%)

to méwimy, ze taka formula jest funkcja. Jedli formuta & = ®(py,...,p,)
jest funkcja, to jako aksjomat (zalezny od ®) przyjmujemy nastepujace zdanie:
(A7) Aksjomat zastepowania.

Vpi .. . Vp,VuduVy(y € v <= (x € u)P(x,y,p1,...,Pn)),

Aksjomat ten méwi, ze jesli dana formuta & jest funkcja, czyli spelnia warunek
(*), to formuta ® przeprowadza dowolny zbiér w inny zbiér w tym sensie, ze
jesli w formule ®(x,y, p1,...,pn) elementy x naleza do pewnego zbioru, to te
elementy y, dla ktorych zachodzi ta formuta, tez tworza zbior.

3Slynny paradoks Russella wywart istotny wplyw na ksztaltowanie sie aksjomatycznej
teorii zbioréw. Polega on na tym, ze je$li przyjmiemy istnienie zbioru wszystkich zbioréw,
powiedzmy wu, to stosujac do niego i do formuty ¥(z) = (z ¢ x) twierdzenie o wycinaniu
(p- ponizej twierdzenie 6.1.1), otrzymamy taki zbiér v = {z € u: U(x)},ze v € v <= v ¢ v,
co daje logicznag sprzeczno$é. W wersji anegdotycznej paradoks Russella méwi o tym, ze
w pewnym miescie (moze w Sewilli) pewien golibroda postanowit, iz bedzie golit wszystkich
tych (i tylko tych), ktérzy sami si¢ nie gola. Natrafit w ten sposéb na nierozwiazywalny
problem, bo nie moégt rozstrzygnac, czy moze si¢ ogolic.
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Aksjomatéw teorii mnogosci jest wiec nieskonczenie wiele, bo formut teorii
mnogosci jest nieskoniczenie wiele. Ostatni aksjomat jest w istocie schematem
dla nieskonczenie wielu formul nazywanych ogdlnie aksjomatem zastepowania.

Kwestia niesprzecznodci i niezaleznosci aksjomatow teorii ZFC znajduje
sie¢ poza tematyka tej ksiazki. Zainteresowanych tym zagadnieniem, a takze
innymi aspektami teorii mnogosci odsylam do ksiazek Jecha [242] i Kune-
na [292] oraz do trzytomowego dziela pod redakcja Foremana i Kanamoriego
pt. Handbook of Set Theory. Istnieja takze inne aksjomatyki? teorii mnogosci,
a ponadto aksjomaty bywaja formulowane w réznych wersjach i konfigura-
cjach. W szczegolnosci Kuratowski i Mostowski [303] nie zakladaja aksjomatu
regularnosci. W zamian za to, aby zdefiniowaé liczby porzadkowe i liczby kar-
dynalne, wprowadzaja aksjomat typéw relacyjnych.

Do aksjomatéw teorii ZF zalicza si¢ zwykle aksjomat wyrézniania (lub
wycinania). Mozna go tez wyprowadzi¢ z dotychczasowych aksjomatéw.

TWIERDZENIE 6.1.1 (o wyréznianiu). Dla kazdego zbioru u i kazdej for-
muly V(x,p1,...,pn) istnieje taki zbior v, ze x € v wtedy i tylko wtedy, gdy
x € u 1 zachodzi formula V(xz,p1,...,ppn), tzn.

YudoVy(y € v <= (y € u AV(y,p1,...,DPn)))-
DowéD. Wystarczy zastosowaé aksjomat (A8)g do formuly®

(2, y, Pty ) = (V(z,p1,....p0) AT =y),

ktéra w oczywisty sposob spelnia warunek (x). O

Zbiér v, o ktérym mowa w tym twierdzeniu, zapisujemy zwykle w postaci
{z €u: U(z)}.

Korzystajac z twierdzenia o wycinaniu, mozemy zdefiniowa¢ iloczyn i réznice
zbioréw, przyjmujac

uNv={r€u:z€v}orazu\v={x €u: x¢v}

7 twierdzenia o wycinaniu wynika tez mozliwo$é zdefiniowania iloczynu
nie tylko dwdch, a dowolnej niepustej rodziny zbioréw. A zatem, jesli w # 0,
to przyjmujemy

ﬂw ={z€a: (Vbew)(xeb)},

gdzie a jest dowolnym elementem zbioru w. Zbiér (w nazywamy iloczynem
lub przecieciem (czescia wspdlng) rodziny zbioréw w. Mamy réwnowaznos$é

wEﬂw@(VbEw)(fceb),

AW dodatku do cytowanej tu kilkukrotnie ksiazki topologicznej Kelleya [271] opisany
jest system aksjomatéw teorii Morse’a—Kelleya (teorii MK), ktéra jest wzmocniona wersja
teorii NGB von Neumanna—Bernaysa—Godla.

SPoniewaz jezyk formalny teorii mnogosci nie jest tozsamy z jezykiem, ktorego uzywamy
moéwiac o niej, to dla oznaczenia identycznosci formul uzywamy symbolu =.
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a wiec na mocy aksjomatu ekstensjonalnosci definicja iloczynu zbioréw nie
zalezy od tego, ktory element zbioru w wybraliSmy, stosujac twierdzenie o wy-
réznianiu. Zauwazmy, ze jesli ) € w, to (Jw = (). Nie ma jednak mozliwosci
zdefiniowania iloczynu rodziny pustej.

Podobnie jak w przypadku aksjomatu wycinania, takze wystepujacy czesto
wsréd aksjomatéw teorii mnogoséci aksjomat istnienia pary mozna uzyskaé
jako konsekwencje aksjomatu zastepowania.

TWIERDZENIE 6.1.2 (o parze). Dla dowolnych a i b istnieje taki zbior
v ={a, b}, ktdrego jedynymi elementami sq a oraz b, tzn.

VaVbwWz(z e v <= z=aV z =D).

DowOD. Rozwazmy formule
Oz, y)=(z=0ny=0a)V(z=PW0)Ay=10)
oraz zbior u = P(P(0)). Poniewaz P(0) # 0, to
O(z,y) NP(x,2) =y = =z
Na mocy aksjomatu zastepowania istnieje zatem taki zbior v, ze
Yy €v <= (Fz € u)(P(z,y)).
Jedynymi elementami zbioru u sa () oraz P(0), a zatem jedynymi elementami

zbioru v sa a oraz b. To konczy dowdd. O

7, aksjomatu ekstensjonalno$ci wynika, ze zbiér v spelniajacy teze tego
twierdzenia jest jedyny. Oznaczamy go symbolem {z,y} i nazywamy parg
zbioréw x oraz y. Jedli x =y, to pare {x,x} = {z} nazywamy singletonem.

Korzystajac z aksjomatu sumy i twierdzenia o parze, mozemy zdefiniowaé
sume dwdch zbiorow wzorem

udov = U{u, v},
czego nie mogliémy wczesniej zrobi¢ za pomocyg twierdzenia o wyrdznianiu,
tak jak to zrobiliSmy w przypadku iloczynu i réznicy. Postugujac sie pojeciem
pary, mozemy z aksjomatu regularnosci wyprowadzié¢ twierdzenie, z ktérego
w szczegdlnosci wynika, ze zbiér wszystkich zbioréw nie istnieje®. Ze wzgledu
na antynomie odkryta przez Russella nazwijmy to twierdzenie jego imieniem.

TWIERDZENIE 6.1.3 (twierdzenie Russella). Jesli x € y, to y ¢ x, tzn.
VaVy(z € y =y ¢ z).
W szczegdlnosci x ¢ x i nie istnieje zbior wszystkich zbiordw, tzn.
—~JoVz(z € v).

6Gdyby istnial zbiér wszystkich zbioréw, to teoria ZF bylaby sprzeczna. Faktycznie,
jesli istnieje taki zbidr v, ze Vx(z € v), to na mocy twierdzenia o wyréznianiu istnieje zbidér
u={zr € v:x ¢ x}. Wowczas u € u wtedy i tylko wtedy, gdy u ¢ u, co daje logiczng
sprzecznosc.



